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摘要：江西赣南地区某微细粒选钨尾砂在经浮选实验获得较优药剂制度（酯类药剂为 Z-200、组合黄药捕

收剂为异戊基+Y89 黄药（9∶1）、起泡剂为 MIBC）的条件下探究铜上浮率随时间的变化规律，采用双曲线函

数、S 形曲线函数及负指数函数进行回归拟合计算，推导出三种铜浮选动力学模型，并对四种常用动力学模型

进行拟合。结果表明：双曲线函数回归计算更贴近实验效果，误差平方和为 1.380 0，浮选铜过程符合全混合反

应动力学、气液吸附动力学及二级动力学，拟合度 R2 达 0.99 以上。
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赣南地区某钨选厂经重力选矿（跳汰－摇床

－毛毯等工序）回收钨后产生大量微细粒选钨尾

砂（-0.038 mm≥70.00%），其中金属矿物主要以

黄铜矿、黑白钨矿、闪锌矿、辉钼矿为主；脉石

矿物主要以石英、黑白云母、绿泥石、斜长石等

为主，该尾砂中仅有铜具有回收价值。微细粒矿

物[1-4] 多受体积小、质量小、比表面积大等物态特

征[5-6] 影响致使难以分选。

浮选动力学[7] 基于多级动力学发展而来，旨

在对浮选过程进行数量化模拟，利于提高选矿自

动化程度[8]。浮选动力学主要受矿物自身（矿物组

成、颗粒粒度、晶格结构等）和浮选条件（工艺

条件、药剂制度、设备参数等）两类因素影

响 [9-10]，有研究表明 [11] 铜矿物浮选符合二级动力

学。浮选过程往往受多种因素影响，很难以单一

且标准的公式模型来进行规范界定，随着国内外

选矿界学者的不断努力，提出了许多具有代表性

的浮选动力学模型[12-13]，如陈子鸣、许长连、哥利

科夫、吴亦瑞三重逼近模型等。本文从数学回归

计算角度出发，以双曲线函数、S 形曲线函数及负

指数函数为基础对微细粒选钨尾砂浮选铜进行回

归拟合计算，推导出三种不同的浮选动力学模

型，与四种常用的浮选动力学模型拟合对比，探

究浮选过程属于何种动力学范畴，为处理此类尾

砂提供一定的理论指导。

 1　材料与药剂

 1.1　实验材料

样品取自江西赣南某钨矿山，重力选钨后微
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细选钨尾砂，其中 -0.038  mm  72.08%，含铜为

0.081%，主要脉石矿物为石英、云母等，石英含

量为 62.440%。粒度组成、粒级分析见表 1、2，

主要元素化学分析见表 3。

 1.2　药剂制度及实验条件

选钨尾砂经浮选铜实验获得较优药剂制度为

酯类药剂 Z-200 用量 25 g/t，组合黄药捕收剂异戊

基 +Y89 黄 药 （ 9∶1） 总 用 量 25  g/t， 起 泡 剂

MIBC 用量 20 g/t；在浮选机转速为 1 992 r/min 时

进行分槽粗选实验，浮选时长共 5 min，每次刮泡

30 s 所得粗精矿装一槽，粗精矿共盛 10 槽装，浮

选流程见图 1，浮选结果见图 2。

 2　实验结果与分析

t→∞
ε→ ε∞

ε = ε∞

由图 2 可知，在分段时间浮选过程中，回收

率与时间存在正相关关系，随着时间进行，回收

率逐渐增加，并在若干时刻后趋于定值： ，

，而回收率曲线的水平渐近线是为极限回收

率，即 。

 2.1　数据拟合函数方程的选择

ε∞ v(t)max

对粗选分槽实验数据以双曲线函数、负指数

函数、S 形曲线函数为基础进行回归拟合计算，并根

据其误差比较得出极限回收率 及最大速率值 。

（1）双曲线函数
1
y
= a+

b
x

y′ = v(x) = v(t) =
b

(ax+b)2＞0

y′′ = v′(t) =
−2ab

(ax+b)3＜0 v(t)

方程式为： ，其中 a＞ 0， b＞ 0；

，证明函数 y 单调递增；

，证明函数 单调递减。

对回收率数据进行双曲线回归拟合计算结果

见表 4。
通过表 4 数据计算 a 与 b 的值：

b =

n∑
i=1

XiYi−nXY

n∑
i=1

Xi
2−nX2

= 0.006 58；

a = Y −bX = 0.011 56

 

表 1    粒级占比分析
Table 1    Analysis of the percentage of grain size

粒级/mm 粒级质量/% 百分比/% 筛下累计/%
+0.074 84.53 8.50 100.00

-0.074+0.045 120.63 12.13 91.50
-0.045+0.038 72.50 7.29 79.37

-0.038 716.82 72.08 72.08
合计 994.48 100.00

 

表 2    粒级元素分析结果
Table 2    Grain level elemental analysis

粒级/mm
元素含量/%

Cu Pb Zn Mo Li2O
+0.074 0.018 0 0.003 9 0.015 0 0.003 6 0.110 0

-0.074+0.045 0.043 0 0.006 1 0.043 0 0.005 2 0.110 0
-0.045+0.038 0.086 0 0.004 0 0.055 0 0.013 0 0.120 0

-0.038 0.095 0 0.006 4 0.058 0 0.013 0 0.180 0
 

表 3    主要元素化学分析 单位：%
Table 3    Chemical analysis of major elements

Cu WO3 Al Zn SiO2 CaO K2O Na2O TiO2 Fe MnO Pb Bi S

0.081 0.344 5.650 0.052 62.440 2.550 3.230 0.911 0.547 3.130 0.191 0 0.006 0.010 0.331

 

MIBC, 20

异戊基黄药+Y89黄药(9:1), 25

刮泡每30 s装1槽, 共10槽

Z-200, 25

药剂用量单位: g/t

铜精矿 铜尾矿
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图 1    分槽粗选实验流程
Fig.1    Flow of split-slot roughing test
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图 2    浮选过程中时间与回收率关系
Fig.2    Relationship between time and recovery in the flotation

process
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t→∞ ε∞ =
1
a

t→ 0+ v(t)max =
1
b

v(t) =
1

at+b

由双曲线函数回归拟合计算可得回收率与时

间呈正相关，浮选速度与时间呈负相关。其中当

时 间 时 ， 极 限 回 收 率 ； 当 时 间

时，浮选最大速率 ；浮选过程中平

均速率 。

（2）S 形曲线函数

y =
1

a+be−x
y′ = v(x) = v(t) = be−x(a+be−x)−2＞0

y′′ = v′(t) =
−be−x(a−be−x)

(a+be−x)3 x＜− ln a
b

v(t) x＞− ln a
b

v(t)

方程式为： ，其中 a＞0，b＞0。

，证明函数 y 单调

递增； ，当 时，函

数 单调递减；当 时，函数 单调递增。

对回收率数据进行 S 形曲线回归拟合计算结

果见表 5。
通过表 5 数据计算 a 与 b 的值：

b =

n∑
i=1

XiYi−nXY

n∑
i=1

Xi
2−nX2

= 0.018 21；

a = Y −bX = 0.012 63

t→∞ ε∞ =
1
a

由 S 形曲线函数回归拟合计算可得回收率与

时间呈正相关，浮选速度与时间呈负相关。其

中，当时间 ，极限回收率 。当时间

 

表 4    双曲线回归拟合计算结果
Table 4    Calculated results of hyperbolic regression fitting

n
真实值 二乘法 预测值

时间xi/min 累计回收率yi/% Xi=1/xi Yi=1/yi XiYi Xi
2 1

yi
= 0.01156+

0.00658
xi

1 0.50 40.22 2.000 0 0.024 9 0.049 7 4.000 0 40.451 93

2 1.00 55.99 1.000 0 0.017 9 0.017 9 1.000 0 55.121 72

3 1.50 63.06 0.666 7 0.015 9 0.010 6 0.444 4 62.701 20

4 2.00 67.50 0.500 0 0.014 8 0.007 4 0.250 0 67.330 30

5 2.50 70.17 0.400 0 0.014 3 0.005 7 0.160 0 70.451 06

6 3.00 72.44 0.333 3 0.013 8 0.004 6 0.111 1 72.697 41

7 3.50 74.33 0.285 7 0.013 5 0.003 8 0.081 6 74.391 69

8 4.00 75.48 0.250 0 0.013 2 0.003 3 0.062 5 75.715 15

9 4.50 76.48 0.222 2 0.013 1 0.002 9 0.049 4 76.777 52

10 5.00 77.30 0.200 0 0.012 9 0.002 6 0.040 0 77.649 13

Xi = 0.5858 Yi = 0.0154

n∑
i=1

XiYi = 0.1085
n∑
i=1

Xi
2 = 6.1991， ， ，

 

表 5    S 形曲线回归拟合计算结果
Table 5    Calculated results of S-curve regression fitting

n
真实值 二乘法 预测值

时间xi/min 累计回收率yi/% Xi=e-xi Yi=1/yi XiYi Xi
2 yi =

1
0.01263+0.01821e−xi

1 0.50 40.22 0.606 53 0.024 86 0.015 08 0.367 88 42.242 21

2 1.00 55.99 0.367 88 0.017 86 0.006 57 0.135 34 51.740 13

3 1.50 63.06 0.223 13 0.015 86 0.003 54 0.049 79 59.910 41

4 2.00 67.50 0.135 34 0.014 81 0.002 00 0.018 32 66.256 25

5 2.50 70.17 0.082 08 0.014 25 0.001 17 0.006 74 70.805 13

6 3.00 72.44 0.049 79 0.013 80 0.000 69 0.002 48 73.881 70

7 3.50 74.33 0.030 20 0.013 45 0.000 41 0.000 91 75.881 52

8 4.00 75.48 0.018 32 0.013 25 0.000 24 0.000 34 77.148 10

9 4.50 76.48 0.011 11 0.013 08 0.000 15 0.000 12 77.937 13

10 5.00 77.30 0.006 74 0.012 94 0.000 09 0.000 05 78.423 61

Xi = 0.1531 Yi = 0.0154

n∑
i=1

XiYi = 0.0299
n∑
i=1

Xi
2 = 0.5820， ， ，
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t→ 0+ v(t) =
b

(a+b)2

t→− ln
a
b

v(t)max
=

1
4a

t = − ln
a
b

v(t) =
1

t(a+b−t)

时 ， 浮 选 速 率 ； 当 时 间

，浮选最大速率 。证明初始时刻

速率并非最大，存在一个后滞时间 。浮选

过程中平均速率 。

（3）负指数函数

y = ae
b
x

y′ = v(x) = v(t) =
x2

abe
b
x

＞0

y′ ′ = v′(t) =
(
b+2x
x4

)
abe

b
x x＞− b

2
v(t)

x＜− b
2

v(t)

方 程 式 为 ： ， 其 中 a＞ 0， b＜ 0。

，证明函数 y 单调递增；

，当 时，函数 单调

递减；当 时，函数 单调递增。

对回收率数据进行负指数回归拟合计算结果

见表 6。

通过表 6 数据计算 a 与 b 的值：

b =

n∑
i=1

XiYi−nXY

n∑
i=1

Xi
2−nX2

= −0.3629；

a = eY−bX = 81.8791

t→∞ ε∞ = a

t→−b
2

v(t)max = −
4a
be2

v(t) =
a
t
e
b
t

由负指数函数回归拟合计算可得回收率与时

间呈正相关，浮选速度与时间呈负相关。其中，

当时间 时，极限回收率 ；当时间

时，浮选最大速率 ；浮选过程

中平均速率 。

对上述三个拟合方程进行误差分析见表 7。
由表 7 可知，双曲线拟合误差小于负指数拟

 

表 6    负指数回归拟合计算结果
Table 6    Negative exponential regression fitting calculations

n
真实值 二乘法 预测值

时间xi/min 累计回收率yi/% Xi=1/xi Yi=lnyi XiYi Xi
2

yi = 81.8791e
−0.3629

xi

1 0.50 40.22 2.000 0 3.694 4 7.388 7 4.000 0 39.623 64

2 1.00 55.99 1.000 0 4.025 2 4.025 2 1.000 0 56.959 17

3 1.50 63.06 0.666 7 4.144 1 2.762 7 0.444 4 64.283 58

4 2.00 67.50 0.500 0 4.212 1 2.106 1 0.250 0 68.291 75

5 2.50 70.17 0.400 0 4.250 9 1.700 4 0.160 0 70.815 63

6 3.00 72.44 0.333 3 4.282 8 1.427 6 0.111 1 72.549 84

7 3.50 74.33 0.285 7 4.308 5 1.231 0 0.081 6 73.814 49

8 4.00 75.48 0.250 0 4.323 9 1.081 0 0.062 5 74.777 43

9 4.50 76.48 0.222 2 4.337 0 0.963 8 0.049 4 75.535 06

10 5.00 77.30 0.200 0 4.347 7 0.869 5 0.040 0 76.146 68

Xi = 0.5858 Yi = 4.1927

n∑
i=1

XiYi = 23.5559
n∑
i=1

Xi
2 = 6.1991， ， ，

 

表 7    误差分析
Table 7    Error analysis

n
实验真实值 双曲线拟合

数值
S曲线拟合

数值
负指数拟合

数值
双曲线拟合

误差
S曲线拟合

误差
负指数拟合

误差时间xi/min 累计回收率yi/%
1 0.50 40.22 40.451 93 42.242 21 39.623 64 -0.231 9 -2.022 2 0.596 4
2 1.00 55.99 55.121 72 51.740 13 56.959 17 0.868 3 4.249 9 -0.969 2
3 1.50 63.06 62.701 20 59.910 41 64.283 58 0.358 8 3.149 6 -1.223 6
4 2.00 67.50 67.330 30 66.256 25 68.291 75 0.169 7 1.243 8 -0.791 7
5 2.50 70.17 70.451 06 70.805 13 70.815 63 -0.281 1 -0.635 1 -0.645 6
6 3.00 72.44 72.697 41 73.881 70 72.549 84 -0.257 4 -1.441 7 -0.109 8
7 3.50 74.33 74.391 69 75.881 52 73.814 49 -0.061 7 -1.551 5 0.515 5
8 4.00 75.48 75.715 15 77.148 10 74.777 43 -0.235 2 -1.668 1 0.702 6
9 4.50 76.48 76.777 52 77.937 13 75.535 06 -0.297 5 -1.457 1 0.944 9

10 5.00 77.30 77.649 13 78.423 61 76.146 68 -0.349 1 -1.123 6 1.153 3
误差平方和 1.380 0 44.674 9 6.830 2
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合和 S 形曲线拟合，证明双曲线函数方程拟合结

果更优，其中：

ε∞ =
1
a
= 86.486极限回收率 ；

v(t)max =
1
b
= 151.9981最大速率值 。

 2.2　浮选动力学模型的推导

对双曲线函数、S 形曲线函数及负指数函数三

个方程进一步推导可获得三个动力学模型，模型

汇总见表 8，模型浮选速率常数值见表 9，模型数

据拟合曲线见图 3。
  

表 8    三种动力学模型汇总
Table 8    Summary of the three kinetic models

序号 模型类别 模型方程

1 双曲线模型 ε = ε∞

[
t

t+k1ε∞

]
2 S形曲线模型 ε =

[(
1
ε∞

)
+k2e−t

]−1

3 负指数模型 ε = ε∞e
k3
t

ε ε∞注：式中t为时间； 为t时刻回收率，%； 为极限回收
率，%；k为浮选速率常数，min-1。
 
 
 

表 9    浮选模型速率常数值
Table 9    Values of flotation model rate constants

模型类别 双曲线模型 S形曲线模型 负指数模型

k值 0.006 56 0.017 07 -0.366 27
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图 3    三种动力学模型拟合曲线
Fig.3    Fitting curves of the three kinetic models

 

（1）双曲线动力学模型

ε = y
1
ε∞
= a

t = x k1 = b

在双曲线函数方程中：令 ， ，

， ；

ε = ε∞

[
t

t+k1ε∞

]
获得：

（2）S 形曲线动力学模型

ε = y
1
ε∞
= a在 S 形曲线函数方程中：令 ， ，

t = x k2 = b， ；

ε =

[(
1
ε∞

)
+k2e−t

]−1

获得：

（3）负指数动力学模型

ε = y ε∞ = a
t = x k3 = b

在负指数函数方程中：令 ， ，

， ；

ε = ε∞e
k3

t获得：

分析图 3 发现，双曲线模型拟合度较优，

R2 为 0.998  9；其次是负指数模型拟合度 R2 为

0.994 5；S 型曲线模型拟合度较差，R2 为 0.967
0。证明双曲线模型更贴近浮选铜实验过程。

 2.3　常用动力学模型拟合对比

以误差平方和最小的双曲线函数计算所得的

极限回收率对四种常用的浮选动力学模型进行拟

合，常用模型见表 10，浮选速率常数见表 11，常

用模型拟合曲线见图 4。
 
 

表 10    四种常用的浮选动力学模型[14]

Table 10    Four commonly used flotation kinetic models
序号 模型类别 模型方程

1 全混合反应动力学模型 ε = ε∞

(
1− 1

1+ t/k1

)
2 气液吸附动力学模型 ε = ε∞

(
k2t

1+ k2t

)
3 二级动力学模型 ε =

ε∞2k3t
1+ε∞k3t

4 可浮性均匀分布二级动力学模型 ε = ε∞

{
1− 1

k4t
[ln (1+ k4t)]

}
ε ε∞注：式中t为时间； 为t时刻回收率，%； 为极限回收

率，%；k为浮选速率常数，min-1。
  

表 11    浮选模型速率常数值
Table 11    Values of flotation model rate constants

模型序号 1 2 3 4
k值 0.567 25 1.762 9 0.020 38 5.363 31
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图 4    常用模型拟合曲线
Fig.4    Common model fitting curves

 

由图 4 四种模型拟合对比结果可知，模型 1，2，
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3 拟合度较优，R2 为 0.998 9；模型 4 拟合度较差，

R2 为 0.974 4。表明选钨尾砂浮选铜实验过程符合

全混合反应动力学、气液吸附动力学及二级动力学。

 3　结　论

（1）选钨尾砂浮选铜分槽粗选实验发现回收

率随时间呈正相关，且在一分钟内急剧增加，之

后随时间增加而趋于稳定。

1
yi
= 0.01156+

0.00658
xi

yi =
1

0.01263+0.01821exi

yi = 81.8791e
−0.3629

xi

（2）利用双曲线、S 形曲线、负指数三种函

数方程进行浮选铜数据回归拟合计算，得出双曲

线函数方程为： ；S 形曲线

函数方程为： ；负指数函

数方程为： ；双曲线函数方程拟

合误差平方和最小为 1.380 0，所得极限回收率最

贴近实验真实回收率。

ε = ε∞

[
t

t+k1ε∞

]
ε =

[(
1
ε∞

)
+k2e−t

]−1

ε = ε∞e
k3

t

（3）经函数方程推导获得双曲线模型、S 形

曲线模型、负指数模型，即： 、

、 ，拟合计算证明双曲

线模型拟合度最优，拟合度 R2 为 0.998 9。
（4）以双曲线函数方程计算得出的极限回收率

进行拟合对比四种常用的浮选动力学模型，表明选

钨尾砂浮选铜实验过程符合全混合反应动力学、气

液吸附动力学及二级动力学，拟合度R2 在 0.99 以上。
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Experiment on Mineral Processing of a Mixed Iron Ore
YANG Zhilu1,  YANG Lei1,  ZHAO Biwen2,  SHI Meijia1

(1.Xinjiang Nonferrous Metals Research Institute Co., Ltd., Urumqi, Xinjiang 830026, China; 2.Jinchuan
Nickel & Cobalt Research and Engineering Institute, Jinchang, Gansu 737100, China)

Abstract: The iron grade of the mixed ore is 37.81%, and the main iron minerals are siderite and hematite,
in which mineral contents are 50.35% and 24.28%, respectively, and the ratio of the two mineral contents is
2.07∶1.  According  to  the  properties  and  characteristics  of  the  iron  ore,  high-intensity  magnetic  pre-
concentration-neutral roasting process was studied, and good beneficiation indexes were obtained. The test
results  show  that  the  high-intensity  pre-concentration  concentrate  was  obtained  with  grinding  fineness  of
80% -0.074 mm, and background field intensity 1 280 kA/m. With roasting temperature 750 ℃ for 20 min in
neutral  atmosphere,  the  iron  concentrate  with  iron  grade  of  63.20%  and  iron  recovery  of  74.98%  was
obtained.  It  provides  economical  and  reasonable  technical  basis  for  the  development  of  mixed  iron  ore
resources.
Keywords: mixed iron ore; siderite; hematite; high-intensity magnetic pre-concentration; neutral roasting
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Flotation Kinetics of Copper Resources Associated with Micro-fine Particle
Tungsten Tailings

HU Haixiang1,2,  LI Ruiguang3,  YU Ceen3,  YANG Bohao3

(1.Department of Science and Technology, Gannan University of Science and Technology, Ganzhou, Jiangxi
341000, China; 2.Chongyi Zhangyuan Tungsten Co., Ltd., Ganzhou, Jiangxi 341000, China; 3.College of

Resources and Environmental Engineering, Jiangxi University of Science and Technology, Ganzhou, Jiangxi
341000, China)

Abstract: The change rule of copper floating rate with time was investigated at the optimum reagent system
(ester  agent  Z-200,  combined  xanthate  collector  iso-amyl  +Y89  xanthate(9∶1)  and  foaming  agent  MIBC)
obtained by the flotation test from a fine particle tungsten tailing from southern Jiangxi Province. Hyperbolic
function,  S  curve  function  and  negative  exponential  function  were  used  for  regression  fitting  calculation,
three kinds of copper flotation kinetic models were derived, and four kinds of common kinetic models were
fitted.  The  results  show  that  the  hyperbolic  function  regression  calculation  is  close  to  the  experimental
results, and the error sum of squares is 1.380 0. The flotation process of copper conforms to the full mixed
reaction kinetics, gas-liquid adsorption kinetics and second-order kinetics, and the fitting degree R2 is more
than 0.99.
Keywords: micro-fine particle; tungsten tailings; associated copper; flotation kinetics
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